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ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓ„ÓÍËÚÂË‡Î¸Ì‡fl Á‡‰‡˜‡, ÍÓÚÓ‡fl ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ ÓÔÂ‡ˆËflı ÔÓ‰‡ÊË ‡ÍÚË-
‚‡ ÔË ÒÚ‡ıÓ‚‡ÌËË (ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËË) ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÓÔˆËÓÌÓ‚ ·Û‰Û˘Ëı ‰ÓıÓ‰Ó‚. ÑÎfl ¯ËÓÍÓ„Ó
ÍÎ‡ÒÒ‡ ÙÛÌÍˆËÈ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ˆÂÌ˚ ÓÔˆËÓÌ‡ ÓÚ ˆÂÌ˚ ËÒÔÓÎÌÂÌËfl, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ‡
˝ÙÙÂÍÚË‚Ì‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ è‡ÂÚÓ ‰Îfl ÚÂı ÍËÚÂËÂ‚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò
ÓˆÂÌÍÓÈ ËÒÍ‡ ÔÓ ÏÂÚÓ‰Û VaR. èÓ‚Ó‰ËÚÒfl ‡Ì‡ÎËÁ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚÂÈ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ë ‰‡ÂÚÒfl
„‡ÙË˜ÂÒÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Â„Ó ÔÓÂÍˆËË Ì‡ Ó‰ÌÛ ËÁ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ.

ÇÇÖÑÖçàÖ

èÓ·ÎÂÏ‡ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl ËÒÍ‡ÏË fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÔÓ·ÎÂÏ ‚ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ËÌÊÂÌÂ-
ËË. Ç‡ÊÌÓÂ ÏÂÒÚÓ ÒÂ‰Ë ÙËÌ‡ÌÒÓ‚˚ı ËÌÒÚÛÏÂÌÚÓ‚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‰Îfl ÂÂ Â¯ÂÌËfl, Á‡ÌËÏ‡˛Ú
ÓÔˆËÓÌ˚. éÔˆËÓÌ˚ – ˝ÚÓ ÍÓÌÚ‡ÍÚ˚, ÍÓÚÓ˚Â „‡‡ÌÚËÛ˛Ú Ò‚ÓÂÏÛ ÔÓÍÛÔ‡ÚÂÎ˛ Ô‡‚Ó, ÌÓ ÌÂ
Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ˜ÚÓ-ÎË·Ó ÔÂ‰ÔËÌflÚ¸. ó‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ˝ÚÓ Ô‡‚Ó ÍÛÔËÚ¸ ËÎË ÔÓ‰‡Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ
˜ËÒÎÓ Â‰ËÌËˆ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ·‡ÁÓ‚Ó„Ó ‡ÍÚË‚‡ ÔÓ Ó„Ó‚ÓÂÌÌÓÈ ˆÂÌÂ. éÔˆËÓÌ˚ ËÏÂ˛Ú Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È
ÒÓÍ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl. ÖÒÎË ÓÔˆËÓÌ ÌÂ ËÒÔÓÎÌflÂÚÒfl Í ÍÓÌˆÛ Ò‚ÓÂÈ “ÊËÁÌË”, ÓÌ ÚÂflÂÚ ÒËÎÛ. éÔˆËÓÌ˚, ÍÓ-
ÚÓ˚Â ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ËÒÔÓÎÌÂÌ˚ ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË, Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‡ÏÂË-
Í‡ÌÒÍËÏË, ‡ ÚÂ, ÍÓÚÓ˚Â ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎÌËÚ¸ ÎË¯¸ ÔÓ ÔÓ¯ÂÒÚ‚ËË Á‡‡ÌÂÂ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÂË-
Ó‰‡ ‚ÂÏÂÌË, – Â‚ÓÔÂÈÒÍËÏË. Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Â‚ÓÔÂÈÒÍËÂ ÓÔˆËÓÌ˚. éÔ-
ˆËÓÌ˚ ‰ÂÎflÚÒfl Ì‡ ‰‚‡ ‚Ë‰‡ – ÍÓÎÎ Ë ÔÛÚ (call Ë put). éÔˆËÓÌ˚ ÍÓÎÎ „‡‡ÌÚËÛ˛Ú ‰ÂÊ‡ÚÂÎflÏ Ô‡‚Ó
ÔÓÍÛÔÍË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ Â‰ËÌËˆ ·‡ÁÓ‚Ó„Ó ‡ÍÚË‚‡ ÔÓ ˆÂÌÂ ËÒÔÓÎÌÂÌËfl (ÒÚ‡ÈÍÛ) ÓÔˆËÓÌ‡, ‡ ÓÔ-
ˆËÓÌ˚ ÔÛÚ – Ô‡‚Ó ÔÓ‰‡Ú¸ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Â‰ËÌËˆ ·‡ÁÓ‚Ó„Ó ‡ÍÚË‚‡ ÔÓ ˆÂÌÂ ËÒÔÓÎÌÂÌËfl
ÓÔˆËÓÌ‡. á‡ Ú‡ÍÓÂ Ô‡‚Ó ÔÓÍÛÔ‡ÚÂÎ¸ ÓÔˆËÓÌ‡ ÔÎ‡ÚËÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÛ˛ ÒÛÏÏÛ, Á‡‚ËÒfl˘Û˛ ÓÚ ÒÚ‡È-
Í‡ Ë ÒÓÍ‡ ËÒÔÓÎÌÂÌËfl ÓÔˆËÓÌ‡ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ ˆÂÌÓÈ ËÎË ÔÂÏËÂÈ ÓÔˆËÓÌ‡.

äÓ„‰‡ ˚ÌÓÍ ÓÔˆËÓÌÓ‚ ÒÙÓÏËÓ‚‡Ì, ÚÓ ÓÔˆËÓÌ˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔË‚ÎÂÍ‡ÚÂÎ¸Ì˚ Í‡Í ËÌÒÚÛ-
ÏÂÌÚ ÒÔÂÍÛÎflˆËË, ÌÓ ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó ÓÌË ÔË‚ÎÂÍ‡ÚÂÎ¸Ì˚ Í‡Í ̋ ÎÂÏÂÌÚ ÒÚ‡ıÓ‚Ó˜ÌÓÈ ÒÚ‡ÚÂ„ËË (ıÂ-
‰ÊËÓ‚‡ÌËfl). éÔˆËÓÌ˚ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ÒÔÓÒÓ· Á‡˘ËÚ˚ ÓÚ ÌÂ·Î‡„ÓÔËflÚÌ˚ı ËÁÏÂÌÂÌËÈ ˆÂÌ Ë ‚ ÚÓ
ÊÂ ‚ÂÏfl ÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔË·˚Î¸ ÔË Ëı ·Î‡„ÓÔËflÚÌ˚ı ËÁÏÂÌÂÌËflı. Ç ‰‡Ì-
ÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒfl Ó‰ËÌ ËÁ ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ Ú‡ÍÓÈ ÒÚ‡ıÓ‚Ó˜ÌÓÈ ÒÚ‡ÚÂ„ËË.

É‡ÙËÍË ‚˚ÔÎ‡Ú, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÓÔˆËÓÌ‡Ï, ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÎÓÊÌÂÂ ÔÓ ÙÓÏÂ, ˜ÂÏ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜-
Ì˚Â „‡ÙËÍË ‰Îfl Ù¸˛˜ÂÒÌ˚ı Ë ÙÓ‚‡‰Ì˚ı ÍÓÌÚ‡ÍÚÓ‚. éÔˆËÓÌ˚ ÏÓÊÌÓ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡Ú¸ ÏÌÓ-
„ËÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË, ÒÓÁ‰‡‚‡fl ·Ó„‡Ú˚È ‡ÒÒÓÚËÏÂÌÚ ‡ÁÌÓÓ·‡ÁÌ˚ı ÍÓÌÒÚÛÍˆËÈ. ùÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔË-
˜ËÌÓÈ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ËÌÚÂÂÒ‡ Í ÓÔˆËÓÌ‡Ï ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ÙËÌ‡ÌÒÓ‚˚ı ËÌÊÂÌÂÓ‚ (å‡¯‡ÎÎ, Å‡Ì-
Ò‡Î, 1998; ÅÛÂÌËÌ, 2002‡, 2002·).

åÓ‰ÂÎË ÓˆÂÌË‚‡ÌËfl (‡Ò˜ÂÚ‡ ˆÂÌ) ÓÔˆËÓÌÓ‚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒÎÓÊÌ˚. ÅÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Ó ˝ÚËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ
‡Á‡·‡Ú˚‚‡ÎËÒ¸ Í‡Í ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡. å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ‡ÔÔ‡‡Ú, ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛ˛˘ËÈÒfl ‰Îfl ÓˆÂÌË‚‡ÌËfl ÓÔˆËÓÌÓ‚, ËÁÎÓÊÂÌ ‚ (å‡¯‡ÎÎ, Å‡ÌÒ‡Î, 1998, Ò. 396; Marshall,
1989; åÂÌ¸¯ËÍÓ‚, 1998; èÂ‚ÓÁ‚‡ÌÒÍËÈ, èÂ‚ÓÁ‚‡ÌÒÍ‡fl, 1994).

ç‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÏ ˚ÌÍÂ êÓÒÒËË ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ÂÏfl ËÏÂ˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Â‰ËÌË˜Ì˚Â ÔÓÔ˚ÚÍË ÔÓÒÚ-
ÓËÚ¸ ÒÂ„ÏÂÌÚ˚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÚÓ„Ó‚ÎÂÈ ÓÔˆËÓÌ‡ÏË. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ˝ÍÒÔÓÚÂÓ‚ Ò˚¸Â‚˚ı ÂÒÛÒÓ‚
Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÂÌ ‚˚·Ó ÒÚ‡ÚÂ„ËË ÒÚ‡ıÓ‚‡ÌËfl ÔÓÒÚ‡‚ÓÍ Ì‡ ‚ÌÂ¯ÌËÈ ˚ÌÓÍ. ùÚËÏ Ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡Í-
ÚÛ‡Î¸ÌÓÒÚ¸ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓÈ ÌËÊÂ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Á‡‰‡˜Ë.

èËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔË ÛÔ‡‚ÎÂÌËË ËÒÍ‡ÏË ËÏÂÂÚ ÒÔÓÒÓ· Ëı ËÁÏÂÂÌËfl. èÂ‚ÓÌ‡-
˜‡Î¸ÌÓ ¯ËÓÍÓÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÔÓÎÛ˜ËÎ ÏÂÚÓ‰ ÓˆÂÌÍË, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ‰ËÒÔÂÒËË (ËÎË ÒÚ‡Ì-
‰‡ÚÌÓÏ ÓÚÍÎÓÌÂÌËË). é‰Ì‡ÍÓ ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚ÂÏfl ÒÚ‡Î ÔÓÔÛÎflÌ˚Ï ÏÂÚÓ‰, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ÓˆÂÌÍÂ
‚ÂÓflÚÌÓÒÚË ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl Û˜‡ÒÚÌËÍÓÏ ˚ÌÍ‡ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‰ÓıÓ‰Ó‚ – VaR (Ä„‡-
Ò‡Ì‰flÌ, 2001).

å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ‡Ì‡ÎËÁ 
˝ÍÓÌÓÏË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ
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Ç ‡·ÓÚ‡ı (ôÛÍËÌ, 1999; åÂÎÓÍÛÏÓ‚, ä‡ÔÓ‚, 2001) Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÍËÚÂËfl VaR ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÎËÒ¸ ·ÎËÁÍËÂ ÔÓ ‰ÛıÛ Á‡‰‡˜Ë ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËfl ‡ÍÚË‚‡ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÓÔˆËÓÌÓ‚. ÖÒÎË ‚ ÒÚ‡Ú¸Â (ôÛ-
ÍËÌ, 1999) ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı Á‡Ú‡Ú‡ı Ì‡ ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËÂ Ï‡ÍÒËÏËÁËÛÂÚÒfl ÛÓ‚ÂÌ¸ ·Û‰Û˘Â„Ó
‰ÓıÓ‰‡, „‡‡ÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È Ò Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌÌÓÒÚ¸˛ (‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛), ÚÓ ‚ ÒÚ‡Ú¸Â (åÂÎÓÍÛÏÓ‚,
ä‡ÔÓ‚, 2001), Ì‡ÔÓÚË‚, ÔË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÛÓ‚ÌÂ ‰ÓıÓ‰‡ Ë ÛÓ‚ÌÂ Â„Ó Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌÌÓÒÚË ÏËÌËÏËÁËÛ-
˛ÚÒfl Á‡Ú‡Ú˚ Ì‡ ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËÂ. ÇÒÂ ‡Ò˜ÂÚ˚ ‚ Ó·ÂËı ÒÚ‡Ú¸flı ÓÔË‡˛ÚÒfl Ì‡ ÙÓÏÛÎÛ ÅÎ˝Í‡–òÓ-
ÛÎÁ‡ ‰Îfl ˆÂÌ˚ ÓÔˆËÓÌÓ‚. é‰Ì‡ÍÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ÌËı ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‚ÂÌ˚ Ë ‚ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,
ÍÓ„‰‡ ÓÚ ÙÛÌÍˆËË ˆÂÌ˚ ÚÂ·ÛÂÚÒfl, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎËÒ¸ ÎË¯¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Â Ú‡ÍÊÂ Ë ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡. ç‡ÒÚÓfl˘‡fl ‡·ÓÚ‡ Ó·˙Â‰ËÌfl-
ÂÚ Ë Ó·Ó·˘‡ÂÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÒÚ‡ÚÂÈ (ôÛÍËÌ, 1999; åÂÎÓÍÛÏÓ‚, ä‡ÔÓ‚, 2001). Ç ÌÂÈ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÚÒfl
‚Á‡ËÏÌ‡fl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍËÚÂËÂ‚, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÚ‡ÚÂ„Ë˛ ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËfl, Ë ÒÚÓËÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ-
‚Ó è‡ÂÚÓ ÔÓ ˝ÚËÏ ÍËÚÂËflÏ. èË ˝ÚÓÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÌÂ Í‡Í‡fl-ÚÓ ÍÓÌÍÂÚÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÓˆÂÌË‚‡-
ÌËfl ÓÔˆËÓÌ‡, ‡ ÎË¯¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ó·˘ËÂ ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÓÔˆËÓÌÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÙÛÌÍˆËË ̂ Â-
Ì˚ ÓÔˆËÓÌ‡.

1. èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËfl. Ç Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË 0 ËÏÂÂÚÒfl ÌÂÍÓ-

ÚÓ˚È ‡ÍÚË‚ ‚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Â W Ò ˆÂÌÓÈ S0. ñÂÌ‡ ‡ÍÚË‚‡ ST ‚ ·Û‰Û˘ËÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË T ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl
ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ Ò ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (x). ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ

ÙÛÌÍˆËfl (x) ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ [0, ∞).

ÇÎ‡‰ÂÎÂˆ ‡ÍÚË‚‡ ÒÚ‡ıÛÂÚÒfl ÓÚ ÌÂÊÂÎ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÍÓÌ˙˛ÌÍÚÛ˚ ˆÂÌ ‚ ÏÓÏÂÌÚ T, ÔËÓ·ÂÚ‡fl ‚
ÏÓÏÂÌÚ 0 ÓÔˆËÓÌ˚ Ì‡ ÔÓ‰‡ÊÛ ‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÍÚË‚‡ ÒÓ ÒÚ‡ÈÍÓÏ (ÛÓ‚ÌÂÏ ËÒÔÓÎÌÂÌËfl) X, ˆÂÌÓÈ P(X)
Ë ‚ÂÏÂÌÂÏ ËÒÔÓÎÌÂÌËfl T. ÖÒÎË ÔËÓ·ÂÚÂÌ˚ ÓÔˆËÓÌ˚ ÒÓ ÒÚ‡ÈÍÓÏ X Ì‡ ÔÓ‰‡ÊÛ ‡ÍÚË‚‡ Ó·˙Â-
ÏÓÏ W, Ú.Â. ËÁ‡ÒıÓ‰Ó‚‡Ì‡ ‰ÂÌÂÊÌ‡fl ÒÛÏÏ‡ P(X)W, ̋ ÚÓ „‡‡ÌÚËÛÂÚ, ̃ ÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ T ‚ÂÒ¸ ‡ÍÚË‚ ·Û-
‰ÂÚ ÔÓ‰‡Ì ÔÓ ˆÂÌÂ ÌÂ ÏÂÌ¸¯ÂÈ, ˜ÂÏ X. ÖÒÎË Ì‡ Ú‡ÍËÂ ÊÂ ÓÔˆËÓÌ˚ ÔÓÚ‡˜ÂÌ‡ ÒÛÏÏ‡ QW < P(X)W,
˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ıÂ‰ÊËÓ‚‡Ì‡ ÎË¯¸ ‰ÓÎfl h = Q/P(X) Ó·˙ÂÏ‡ ‡ÍÚË‚‡ W. ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ
h ≤ 1. ÖÒÎË h > 1, ÚÓ ‚Î‡‰ÂÎÂˆ ‡ÍÚË‚‡ ÌÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ˆÂÎflÏË ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËfl, ‡ Ë‰ÂÚ Ì‡ ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ‡ÒıÓ‰˚ ‚ Ì‡‰ÂÊ‰Â Á‡‡·ÓÚ‡Ú¸ Ì‡ ÓÔˆËÓÌ‡ı ÔË ˆÂÌÂ ST ÏÂÌ¸¯ÂÈ, ˜ÂÏ X. ÑÎfl ÛÔÓ˘Â-
ÌËfl ‚˚ÍÎ‡‰ÓÍ ‚ÒÂ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ·Û‰ÂÏ ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ ‰Îfl ÔÓÚÙÂÎÂÈ, ÒÓÒÚÓfl˘Ëı ËÁ Â‰Ë-
ÌËˆ˚ ·‡ÁÓ‚Ó„Ó ‡ÍÚË‚‡ Ë ÒÚ‡ıÛ˛˘Ëı ˝ÚÛ Â‰ËÌËˆÛ ÓÔˆËÓÌÓ‚ ÔÛÚ ÒÓ ÒÚ‡ÈÍÓÏ X ‚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Â h ≤ 1.
é·ÓÁÌ‡˜ËÏ Ú‡ÍÓÈ ÔÓÚÙÂÎ¸ ˜ÂÂÁ R(X, h). ëÚÓËÏÓÒÚ¸ ÔÓÚÙÂÎfl R(X, h) ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË T ·Û‰ÂÚ
‡‚Ì‡ ST + hmax[X – ST; 0].

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÙÛÌÍˆË˛, ÍÓÚÓ‡fl ‚˚‡Ê‡ÂÚ ÔË‚Â‰ÂÌÌÛ˛ Í ÏÓÏÂÌÚÛ ‚ÂÏÂÌË T ÒÛÏÏÛ ÙËÌ‡ÌÒÓ-
‚˚ı ÔÓÚÓÍÓ‚, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËÂÏ ‡ÍÚË‚‡, ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔÓÚÙÂÎfl R(X, h):

„‰Â erT – ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚È ‰ÓıÓ‰ Á‡ ÔÂËÓ‰ T ÔÓ ·ÂÁËÒÍÓ‚˚Ï ·ÛÏ‡„‡Ï. ÑÎfl Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl α ∈
∈  [0, 1] Ô‡‡ÏÂÚ˚ Q Ë X Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Ú‡ÍÓÈ ÛÓ‚ÂÌ¸ V ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ϕ,
ÍÓÚÓ˚È Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌ Ò ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛ ÌÂ ÏÂÌ¸¯ÂÈ, ˜ÂÏ 1 – α, Ú.Â.

(1)

ãËˆÓ, ÒÚ‡ıÛ˛˘ÂÂ ‡ÍÚË‚, Á‡ËÌÚÂÂÒÓ‚‡ÌÓ ‚ Ï‡ÍÒËÏËÁ‡ˆËË ÁÌ‡˜ÂÌËfl V, ÏËÌËÏËÁ‡ˆËË ‚ÂÓflÚ-
ÌÓÒÚË α Ë ÒÛÏÏ˚ Q. Ç‡¸ËÛfl α, Q Ë X, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜‡Ú¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓÍ‡-
Á‡ÚÂÎÂÈ α, V, Q. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰ÓÒÚËÊËÏ˚ı Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÚÓ˜ÂÍ ˜ÂÂÁ Λ. àÁ ‡ˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚ı ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ ‚Î‡‰ÂÎ¸ˆÛ ‡ÍÚË‚‡ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚·‡Ú¸ Ó‰ÌÛ ËÁ ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏ˚ı (˝ÙÙÂÍ-
ÚË‚Ì˚ı) ÚÓ˜ÂÍ ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Λ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎÂÁÌÓ ËÏÂÚ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ó·Ó ‚ÒÂÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË
Ú‡ÍËı ÚÓ˜ÂÍ, Ú.Â. Ó „‡ÌËˆÂ è‡ÂÚÓ G ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‰ÓÒÚËÊËÏÓÒÚË Λ.

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ Sα α-Í‚‡ÌÚËÎ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl : (Sα) = α. èË h ≤ 1 ÙÛÌÍˆËfl ϕ(ST, X, Q)
fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÛ·˚‚‡˛˘ÂÈ ÔÓ ST. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËÈ α, V, Q, X Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ Q ≤ P(X), ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Ó (1) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË ϕ(Sα, X, Q) ≥ V. Ç ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÈ
Sα, V, Q ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Λ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰ÓÒÚËÊËÏ˚ı ÚÓ˜ÂÍ Π. ùÚÓ ÚÓ˜ÍË (Sα, V, Q), ‰Îfl ÍÓ-
ÚÓ˚ı ÔË ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÒÚ‡ÈÍÂ X, Ú‡ÍÓÏ ˜ÚÓ Q ≤ P(X), ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ(Sα, X, Q) ≥ V.

í‡Í Í‡Í ‚ÂÎË˜ËÌ˚ α Ë Sα Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚Ó ‚Á‡ËÏÌÓ-Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË, ÚÓ˜Í‡
(α, V, Q) ËÁ Λ ·Û‰ÂÚ ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏÓÈ ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏ‡ ÚÓ˜Í‡ (Sα, V, Q)
ËÁ Π. Ñ‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÏ Â¯‡Ú¸ Á‡‰‡˜Û ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl „‡ÌËˆ˚ è‡ÂÚÓ Γ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Π ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â

FST

FST

ϕ ST X Q, ,( ) ST hmax X ST ; 0–[ ] QerT ,–+=

P ϕ ST X Q, ,( ) V≥{ } 1 α .–≥

FST
FST
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É‡Ò‡ÌÓ‚, ÖÂ¯ÍÓ

ÍËÚÂËÂ‚ Sα, V, Q. èÂÂıÓ‰ ÓÚ ÍËÚÂËfl α Í ÍËÚÂË˛ Sα ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‡·ÒÚ‡„ËÓ‚‡Ú¸Òfl ÓÚ
ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ ÙÓÏ˚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl . Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÁÌ‡ÌËÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Γ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒÚÓËÚ¸

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó G ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ .

2. ìëãéÇàü, çÄãÄÉÄÖåõÖ çÄ îìçäñàû P(X). îìçäñàü β(X)

Ñ‡ÎÂÂ ‚ÂÁ‰Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÈ X ≥ 0. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ β(X) ‡ÁÌÓÒÚ¸ X –
− P(X)erT. ÇÂÎË˜ËÌ‡ β(X) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ·ÂÁÛÒÎÓ‚Ì˚È „‡‡ÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È (Ò ‚ÂÓflÚÌÓÒÚ¸˛ 1, Ú.Â. ÔË α = 0)
ÛÓ‚ÂÌ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ϕ(ST, X, Q) ‰Îfl ÔÓÚÙÂÎfl R(X, 1), Ú.Â. ÔË ÔÓÎÌÓÏ ıÂ‰ÊË-
Ó‚‡ÌËË ‡ÍÚË‚‡ ÓÔˆËÓÌÓÏ ÒÓ ÒÚ‡ÈÍÓÏ X.

ÅÛ‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl P(X) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËflÏ.
ìÒÎÓ‚ËÂ 1. P(X) – ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ‡fl, ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl, ÒÚÓ„Ó ‚˚ÔÛÍÎ‡fl

ÙÛÌÍˆËfl, P(0) = 0.

ìÒÎÓ‚ËÂ 2. (X) = S0erT.

á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ̋ ÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÓÒflÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ó·˘ËÈ Ë ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ı‡‡ÍÚÂ. ÖÒÎË ÓÚÍ‡Á‡Ú¸Òfl
ÓÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË, ÒÚÓ„ÓÈ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË Ë ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË P(X), ÚÓ ÎÂ„ÍÓ ÒÚÓflÚÒfl ÔÓÚ-
ÙÂÎË ÓÔˆËÓÌÓ‚ Ò ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÎ‡ÚÂÊÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Ë ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÚÓËÏÓÒÚ¸˛, ̃ ÚÓ ÌÂËÁ-
·ÂÊÌÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‡·ËÚ‡ÊÛ. í‡ÍÊÂ Í ‡·ËÚ‡ÊÛ ÔË‚Ó‰ËÚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ˜ÚÓ P(0) ≠ 0. ìÒÎÓ-
‚ËÂ 1 ÎË¯¸ ÛÒËÎÂÌÓ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂÏ ÒÚÓ„ÓÒÚË ‰Îfl ‚˚ÔÛÍÎÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË P(X) Ë ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂÏ ÂÂ ÌÂ-
ÔÂ˚‚ÌÓÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÒÚË.

àÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ó ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‡·ËÚ‡Ê‡ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÛÒÎÓ‚ËÂ Ô‡ËÚÂÚ‡ ÔÛÚ/ÍÓÎÎ: C(X) –
− P(X) = S0 – Xe–rT, „‰Â C(X) – ˆÂÌ‡ ÍÓÎÎ-ÓÔˆËÓÌ‡. í‡Í Í‡Í ÔÎ‡ÚÂÊÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÓÎÎ-ÓÔˆËÓÌ‡ ÒÚÂ-
ÏËÚÒfl Í 0 ÔË X  ∞, ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎË ˆÂÌ˚ ÓÔˆËÓÌ‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ C(X)  0 ÔË
X  ∞. íÓ„‰‡ ÛÒÎÓ‚ËÂ 2 ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ Ô‡ËÚÂÚ‡ ÔÛÚ/ÍÓÎÎ.

3. ëãÖÑëíÇàü, ÇõíÖäÄûôàÖ àá ìëãéÇàâ 1, 2. îìçäñàà Z(X), X0(V)

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 1. β(X) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„Ó ‚Ó„ÌÛÚÓÈ, ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.
Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó.  í‡Í Í‡Í β''(X) = –P''(X)erT < 0 ‰Îfl Î˛·Ó„Ó X > 0, ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl β(X) ÒÚÓ„Ó

‚Ó„ÌÛÚ‡ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ [0, ∞). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ β(0) = 0, ‡ (X) = S0erT > 0, ÚÓ ‚Ó„ÌÛÚÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË

β(X) Ó·ÛÒÎÓ‚ÎË‚‡ÂÚ ÂÂ ÒÚÓ„ÓÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËÂ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ [0, ∞).
ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 2. (X) = e–rT.

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó.  èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚Ó„ÌÛÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË β(X) ÒÚÂÏËÚÒfl Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒ-
ÚË Í ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÂ, ÚÓ ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl 1 – P'(X)erT ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ̃ ÚÓ P'(X)  e–rT.

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ·Û‰ÂÚ Ë„‡Ú¸ ÙÛÌÍˆËfl Z(X) = X – P(X)/P'(X).
ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 3. îÛÌÍˆËfl Z(X) ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔÓ X, (X) ≤ 0 Ë (X) = S0erT.

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó.  ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÙÛÌÍˆË˛ Z, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó X > 0

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Z(X) – ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÙÛÌÍˆËfl,

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ 1 Ë ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ë˛ 2 ËÏÂÂÏ, ˜ÚÓ P'(X) < e–rT ∀ X > 0, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Z(X) < S0erT ∀ X > 0. ÑÓ-
Í‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó b < S0erT Ì‡È‰ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÈ X, ˜ÚÓ Z(X) > b. Ç ÒËÎÛ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË
Z(X) ˝ÚÓ„Ó ·Û‰ÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ (X) = S0erT. 

èÛÒÚ¸ b < S0erT. íÓ„‰‡ ÙÛÌÍˆËfl Ψ(X) = P(X)/(X – P(X) – b)  ∞. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-

˛Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl X, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı Ψ'(X) = (P'(X)(X – b) – P(X))/(X – P(X) – b)2 > 0. çÓ ÚÓ„‰‡ ‰Îfl Ú‡ÍËı X:
P'(X)(X – b) – P(X) > 0 ËÎË X – P(X)/P'(X) = Z(X) > b.

FST

FST

β
X ∞→
lim

β
X ∞→
lim

P'
X ∞→
lim

X → ∞

Z
X 0+→
lim Z

X ∞→
lim

Z' X( ) 1 P' X( )2 P X( )P'' X( )–

P' X( )2
--------------------------------------------------–

P X( )P'' X( )
P' X( )2

---------------------------- 0.>= =

Z X( )
X 0→
lim X

X 0→
lim≤ 0.=

Z
X ∞→
lim

X → ∞
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ÖÒÎË P'(0) = 0, ÚÓ ÔË X = 0 ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍ-
ˆËË Z(X) ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï. Ç
˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÎÓÊËÏ Z(0) = (X).

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ X0(V) Ú‡ÍÓÈ ÏËÌËÏ‡Î¸-
Ì˚È ÒÚ‡ÈÍ, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÔÓÎÌÓÂ (h = 1) ıÂ‰-
ÊËÓ‚‡ÌËÂ ‡ÍÚË‚‡ ÓÔˆËÓÌÓÏ Ò ˝ÚËÏ ÒÚ‡È-
ÍÓÏ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ·ÂÁÛÒÎÓ‚Ì˚È ÛÓ‚ÂÌ¸ V
ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÒÎÛ˜‡ÈÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ϕ(ST, X, Q),
ËÌ‡˜Â „Ó‚Ófl, β(X0(V)) = V. îÛÌÍˆËfl X0(V) fl‚-
ÎflÂÚÒfl Ó·‡ÚÌÓÈ Í β(X) ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËÈ 0 ≤ β(X) < S0erT.

àÁ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 1 Ë ÛÒÎÓ‚Ëfl 1 ‚˚ÚÂÍ‡˛Ú ÒÎÂ-
‰Û˛˘ËÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 4. X0(V) – ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡-
˛˘‡fl ‚˚ÔÛÍÎ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ‚

Z
X 0+→
lim

‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ [0, S0erT), X0(0), X0(V) > V ‰Îfl ‚ÒÂı V > 0, (V) = ∞.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 5. îÛÌÍˆËfl Z(X0(V)), 0 ≤ V ≤ S0erT, ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔÓ V, Z(X0(V)) < V ‰Îfl Î˛-
·Ó„Ó V > 0, Z(X0(0)) ≤ 0, (X0(V)) = S0erT.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ˝ÚÓ„Ó ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ 2–4.

4. áÄÑÄóÄ åàçàåàáÄñàà êÄëïéÑéÇ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û. á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Sα Ë V Ë ÏËÌËÏËÁËÛ-
ÂÏ Q (Ò‡‚ÌË Ò (åÂÎÓÍÛÏÓ‚, ä‡ÔÓ‚, 2001)). îÓÏ‡Î¸ÌÓ Á‡‰‡˜‡ Á‡ÔË¯ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ.

á‡‰‡˜‡ 1. ç‡ÈÚË Qopt = minQ ÔË Ó„‡ÌË˜ÂÌËflı

(2)

h ≤ 1.

é„‡ÌË˜ÂÌËflÏ Á‡‰‡˜Ë 1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰ÓÒÚËÊËÏÓÒÚË Π, ‡ ËÒÍÓÏ‡fl „‡ÌËˆ‡ è‡ÂÚÓ Γ
ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Ú‡ÍËı ÚÓÂÍ (Sα, V, Q), ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËfl Q fl‚Îfl˛ÚÒfl Â¯ÂÌËflÏË ˝ÚÓÈ
Á‡‰‡˜Ë. éÒÌÓ‚Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË Ë ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚Â ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËflı, ÓÚ‡ÊÂÌ˚
Ì‡ ËÒ. 1.

êÂ¯ÂÌËÂ. ÖÒÎË V ≤ Sα, ÚÓ Qopt(Sα, V) = 0. èÛÒÚ¸ V > Sα. ÑÎfl Ú‡ÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ V ÔË X < V Ó„‡ÌË-
˜ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë 1 Á‡‚Â‰ÓÏÓ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl. ÑÎfl X ≥ V

Ë ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (2) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸:

(3)

í‡Í Í‡Í Q ≤ P(X), ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (3) ÏÓÊÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË Ú‡ÍËı X Ë V, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı X –
− P(X)erT ≥ V. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó X > 0, ‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl 2 Ë ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 1, X – P(X)erT < S0erT, ÚÓ
Á‡‰‡˜‡ 1 ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl V < S0erT, ÔË ˝ÚÓÏ Ô‡˚ (X, Q), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ Ó„‡ÌË˜Â-
ÌËflÏ Á‡‰‡˜Ë, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË X ≥ X0(V).

X0
V S0erT→

lim

Z
V S0erT→

lim

ϕ Sα X Q, ,( ) V ,≥

ϕ Sα X Q, ,( ) Sα Q
X P X( )erT Sα––

P X( )
-----------------------------------------,+=

Sα Q
X P X( )erT Sα––

P X( )
----------------------------------------- V .≥+

V

Z0(V2)

X0(Sα)
V2

Vα(Sα)

V1

0 STZ(X0(V1)) Z(X0(V2))
Sα

β(X0(Sα))

β(X0(V2))

ϕ(S1, Xopt(Sα, V2), Qopt(Sα, V2) =
= ϕ(S1, X0(V2), P(X0(V2)))

ϕ(S1, Xopt(Sα, V1), Qopt(Sα, V2) =
= ϕ(S1, X0(Sα), Q0(X0(Sα), V1))

V = ST

β(X)

êËÒ. 1.
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É‡Ò‡ÌÓ‚, ÖÂ¯ÍÓ

èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË X ≥ X0(V) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Q, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Û (3), ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (3) Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÚÒfl ‚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, Ú.Â. ÔË

(4)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Q0(X0(V)) = P(X0(V)). í‡Í Í‡Í Sα < V < S0erT, ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl 2 Q0(X)  +∞.

èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ÒËÎÛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË Q0(X) Ì‡È‰ÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ Xopt, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl

(X). Ç˚ÔË¯ÂÏ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆËË Q0(X):

(5)

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (5) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÁÌ‡Í ˝ÚÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÁÌ‡ÍÓÏ ÏÌÓ„Ó˜ÎÂÌ‡ P'(X)X –
− P'(X)Sα – P(X) ËÎË, ˜ÚÓ ÚÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ, ÁÌ‡ÍÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl Z(X) – Sα.

îÛÌÍˆËfl Z(X) ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‚ÌÛÚË ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ [X0(V), ∞) ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Z(X0(V)) ‰Ó
S0erT (ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 3). èÓ˝ÚÓÏÛ, ÂÒÎË Sα ≤ Z(X0(V)), ÚÓ dQ0(X)/dX ≥ 0 ‰Îfl Î˛·Ó„Ó X ≥ X0(V), Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡-

ÚÂÎ¸ÌÓ, Xopt = X0(V), Qopt = P(X0). ÖÒÎË ÊÂ Z(X0(V)) < Sα, ÚÓ  < 0 Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Xopt ÎÂÊËÚ

‚ÌÛÚË ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ [X0(V), ∞). Ç ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÏÓÌÓÚÓÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Z(X) ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Sα,
Ë Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë 1 fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ (X0, Q0(X0)). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Xopt = X0 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ËÁ Â-
¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl

(6)

áÌ‡˜ÂÌËÂ X0 ‚‚Ë‰Û ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËË Z(X) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡È‰ÂÌÓ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ÔÓÒÚÓÈ ‰Ë-
ıÓÚÓÏËË.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ Sα ≤ Z(X0(V)), ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ X ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Sα, ‡
ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ V. Ä ‚ ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ ÓÔÚËÏÛÏ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛ (6), Xopt, Ì‡ÔÓÚË‚, ÌÂ
Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ V, ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ Sα.

5. ÄçÄãàá áÄÇàëàåéëíà Qopt éí áçÄóÖçàâ V à Sα

ÇÔÓÎÌÂ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Qopt(Sα, V) – ÌÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÔÓ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ÙÛÌÍˆËfl, ÌÂ Û·˚-
‚‡˛˘‡fl ÔÓ V Ë ÌÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡fl ÔÓ Sα. àÁ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË Qopt(Sα, V) ÔÓ
ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚË Ò‚ÓËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı.

á‡ÙËÍÒËÛÂÏ Sα Ë ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ, Í‡Í Qopt Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ V. èË V ≤ Sα Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ̃ ÚÓ Qopt = 0 ÔË Î˛·ÓÏ
ÁÌ‡˜ÂÌËË Sα. ÖÒÎË V > Sα, ÚÓ, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ, Á‡‰‡˜‡ 1 ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËÂ ÚÓ„‰‡
Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ V < S0erT.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ V ‚ (Sα, S0erT]. îÛÌÍˆËfl Z(X0(V)) ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÔÓ V, ÔËÌËÏ‡fl ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚
ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ÓÚ Z(X0(Sα)) ≤ Sα ‰Ó S0erT (ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 5). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Û Û‡‚ÌÂÌËfl Z(X0(V) = Sα ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÍÓÂÌ¸, ÍÓÚÓ˚È Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ Vα(Sα). èË ˝ÚÓÏ Vα(Sα) ≥ Sα, Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó
‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË Sα = 0.

á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛ (6) X0(V) = X0(Sα). Ç ÒËÎÛ ÒÎÂ‰ÒÚ‚Ëfl 5 Vα fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ
‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÓÚ Sα. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ‡Á‰ÂÎ‡, ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÈ V : (Sα, Vα(Sα)) – ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ X > Sα ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (6), Ú.Â. ÌÂ Á‡-
‚ËÒËÚ ÓÚ V Ë ‡‚ÌÓ X0(Sα). áÌ‡˜ÂÌËÂ Qopt(Sα, V) ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ (4) ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ‚ ̋ ÚÓÏ ÔÓÏÂÊÛÚ-
ÍÂ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡ÁÌÓÒÚË V – Sα Ë ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚ 0 ‰Ó P(X0(Sα)).

Ç ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ V : [Vα(Sα), S0erT) – Xopt = X0(V), ‡ Qopt = P(X0(V)). í‡Í Í‡Í X0(V) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ (ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 4), ÚÓ ˆÂÌ‡ P(X0(V)), ‡ Ò ÌÂ˛ Ë Qopt(Sα, V) ÚÓ-
ÊÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚˚ÔÛÍÎ˚ÏË ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ËÏË ÔÓ V ÙÛÌÍˆËflÏË. áÌ‡˜ÂÌËfl Qopt(Sα, V) ËÁÏÂÌfl-
˛ÚÒfl ÓÚ P(X0(Sα)) ‰Ó ∞.

íÂÔÂ¸ Á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ V < S0erT Ë ÔÓÒÏÓÚËÏ, Í‡Í Qopt Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Sα. ÖÒÎË Sα ≥ V, ÚÓ
Qopt = 0. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Sα ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÓÚ 0 ‰Ó V. èË V = Sα = 0, Qopt = 0. ÖÒÎË V > 0, ÚÓ Z(X0(V)) < V
(ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 5). ç‡ ÓÚÂÁÍÂ Sα : [0, Z(X0(V))] ËÏÂÂÏ Xopt = X0(V), Qopt(Sα, V) = P(X0(V)).

Q0 X( ) V Sα–( ) P X( )
X P X( )erT Sα––
-----------------------------------------.=

X → ∞

Q0

X X0 V( ) ∞ ),[∈
min

dQ0 X( )
dX

-------------------
V Sα–( )

X P X( )erT Sα––( )2
------------------------------------------------ P' X( )X P' X( )Sα– P X( )–( ).=

dQ0 X( )
dX

-------------------
X X0=

Z X( ) X P X( )/P' X( )– Sα .= =def
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Ç ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ Sα : (Z(X0(V)), V) – ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó X ≥ X0(V) ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔË ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËË Sα ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ (Z(X0(V)), V) ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Q0(X) Û·˚-
‚‡ÂÚ, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, Û·˚‚‡ÂÚ Ë Qotp(Sα, V) = min{Q0(X)|X – P(X) ≥ V}. èË ˝ÚÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Qopt(Sα, V) ËÁÏÂ-
Ìfl˛ÚÒfl ÓÚ P(X0(V)) ‰Ó 0. 

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË V(Sα) = Vα(Sα) Ë Sα(V) = Z(X0(V)) fl‚Îfl˛ÚÒfl ‚Á‡ËÏÌÓ Ó·‡ÚÌ˚ÏË, Ú.Â.
Sα(V(Sα)) = Z(X0(Vα(Sα))) = Sα Ë Qopt(Sα(V), V) = P(X0(Sα(V))) = P(X0(Vα(Sα))) = Qopt(Sα, Vα(Sα))

6. ëíêìäíìêÄ åçéÜÖëíÇÄ èÄêÖíé

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÔÓÒÚÓËÚ¸ ‰Îfl Á‡‰‡˜Ë ıÂ‰ÊËÓ‚‡ÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ
è‡ÂÚÓ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÍËÚÂËÂ‚ Sα, V, Q. éÔÂ‰ÂÎËÏ:

Ë ÔÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ËÒÍÓÏ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ è‡ÂÚÓ fl‚ÎflÂÚÒfl Γ = Γ1 ∪  Γ2 ∪  Γ3.

àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Γ1. Ç ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ ·˚ÎÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ̃ ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Sα < S0erT:
Vα(Sα) ≥ Sα, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔË Î˛·ÓÏ Sα ∈ (0, S0erT) ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ (Sα, V, Qopt(Sα, V)) ∈ Γ 1 ÌÂÔÛÒÚÓ.

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚˚¯Â, ‰Îfl Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ( , V1, Qopt( , V1)), ( , V2, Qopt( , V2)) ËÁ Γ1

Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ V1 < V2, ‚˚ÔÓÎÌflÚÒfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Qopt( , V1) < Qopt( , V2). Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‰Îfl Î˛·˚ı

‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ ( , V1, Qopt( , V1)), ( , V1, Qopt( , V2)) ËÁ Γ1 Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ  > , ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ‡-

‚ÂÌÒÚ‚Ó Qopt( , V1) < Qopt( , V1). éÚÒ˛‰‡ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ̃ ÚÓ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ËÁ Γ1 ‚Á‡ËÏÌÓ ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏ˚.

é·‡ÚËÏÒfl Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Γ2. Ç˚¯Â ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl Q = Qopt(Sα, V) fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓ-
ÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘ÂÈ ÔÓ V ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ [Sα, S0erT], ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ [0, S0erT]. èÓ-
˝ÚÓÏÛ Î˛·˚Â ‰‚Â ÚÓ˜ÍË ËÁ Γ2 ‚Á‡ËÏÌÓ ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏ˚.

ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Γ3 ‚Á‡ËÏÌ‡fl ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏÓÒÚ¸ Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ
V = Sα.

íÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Γ ˆÂÎËÍÓÏ Ë Û·Â‰ËÏÒfl ‚ ÔÓÔ‡ÌÓÈ ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏÓÒÚË ÚÓ-
˜ÂÍ ËÁ ‡ÁÌ˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı Â„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚.

íÓ˜ÍË ËÁ Γ2 ÌÂ ‰ÓÏËÌËÛ˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ËÁ Γ1 Ë Γ3, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ̋ ÚËı ÚÓ˜ÂÍ Sα = 0. íÓ˜-
ÍË ËÁ Γ3 ÌÂ ‰ÓÏËÌËÛ˛ÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ËÁ Γ1 Ë Γ2, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ Q = 0. àÒÍÎ˛˜Â-
ÌËÂ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ˜Í‡ (0, 0, 0) ∈ Γ 2, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ V = 0 ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‰Îfl
‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ ËÁ Γ3.

çËÍ‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ ( , V1, Q1) ËÁ Γ1 ÌÂ ‰ÓÏËÌËÛÂÚÒfl ÚÓ˜Í‡ÏË ËÁ Γ3, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË

( , V2, Q2) ∈ Γ 3 ÎË·Ó V2 < V1, ÎË·Ó  > . ç‡ÍÓÌÂˆ, ‰Îfl Î˛·˚ı ÚÓ˜ÂÍ ( , V1, Q(V1, )) ∈ Γ 1 Ë
(0, V2, P(X0(V2))) ∈ Γ 2 Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ V1 ≤ V2, ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl P(X0(V2)) = Q(V2, 0) ≥ Q(V1, 0) =

= P(X0(V1)) > Q(V1, ). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÚÓ˜Í‡ (0, V2, P(X0(V2))) ÌÂ ‰ÓÏËÌËÛÂÚ ÚÓ˜ÍÛ ( , V1, Q(V1, )).

íÂÔÂ¸ Ó·‡ÚËÏÒfl Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û, ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÏÛ Í Γ. ÖÒÎË V > Sα Ë ÔË ˝ÚÓÏ V ≥ S0erT, ÚÓ ‰Îfl
Ú‡ÍËı V, Sα Á‡‰‡˜‡ 1 ÌÂ ËÏÂÂÚ Â¯ÂÌËfl, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÚÓ˜ÂÍ è‡ÂÚÓ (Sα, V, Q) Ò Ú‡ÍËÏË ÁÌ‡˜Â-
ÌËflÏË ÍËÚÂËÂ‚ V, Sα ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ. Ç ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Sα > 0 Ë Vα(Sα) ≤ V < S0erT, ÚÓ˜Í‡ (Sα, V,
Qopt(Sα, V)) = (Sα, V, P, (X0(V))) ‰ÓÏËÌËÛÂÚÒfl ÚÓ˜ÍÓÈ (0, V, P(X0(V)) ∈ Γ 2. ç‡ÍÓÌÂˆ, Î˛·‡fl ‰ÓÔÛÒÚË-
Ï‡fl ÚÓ˜Í‡ (Sα, V, Qopt(Sα, V)) Ú‡Í‡fl, ˜ÚÓ V < Sα, ‰ÓÏËÌËÛÂÚÒfl ÚÓ˜ÍÓÈ (Sα, Sα, 0) ∈ Γ 3.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÌÂ‰ÓÏËÌËÛÂÏ˚ÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÂ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂ ÚÓ˜ÍË ‰ÓÔÛÒÚËÏÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡,
ÍÓÚÓ˚Â ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú Γ.

Q0 X( ) V Sα–( ) P X( )
X P X( )erT– Sα–
----------------------------------------- P X( ) 1 X P X( )erT V––

X P X( )erT– Sα–
-----------------------------------------– 

  .= =

Γ1 Sα V Q, ,( ) Sα 0 S0erT,( )∈ V, Sα Vα Sα( ),( )∈ Q, Qopt Sα V,( )={ } ,=

Γ2 0 V Q, ,( ) 0 V S0erT< Q, P X0 V( )( )=≤{ } ,=

Γ3 Sα Sα 0, ,( ) Sα 0>{ }=

S1
α S1

α S1
α S1

α

S1
α S1

α

S1
α S1

α S2
α S1

α S1
α S2

α

S1
α S2

α

S1
α

S2
α S2

α S1
α S1

α S1
α

S1
α S1

α S1
α
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É‡Ò‡ÌÓ‚, ÖÂ¯ÍÓ

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ D1, D2, D3 ÔÓÂÍˆËË ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚ Γ1, Γ2, Γ3, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸
ÍËÚÂËÂ‚ Sα Ë V. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó D1 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ Ó·Î‡ÒÚ¸, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ÍË‚ÓÈ L =
= {(Sα, Vα(Sα))|0 < Sα < S0erT} Ë ‰‚ÛÏfl ÎÛ˜‡ÏË, Ì‡
ÍÓÚÓ˚ı ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ D2 Ë D3

(ËÒ. 2). èË ÒÚÂÏÎÂÌËË ÚÓ˜ÂÍ (Sα, V) ∈ D1 Í Í‡-

ÍÓÈ-ÎË·Ó ÚÓ˜ÍÂ ( , V0) Ì‡ „‡ÌËˆÂ Ó·Î‡ÒÚË D1

ÁÌ‡˜ÂÌËfl Qopt ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÁÌ‡˜ÂÌË˛ Qopt( , V0).
çÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ Ì‡Û¯‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ
(S0erT, S0erT). àÁ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÈ 4 Ë 5 ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ, ˜ÚÓ
Vα(Sα) ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò ÓÒÚÓÏ Sα Ë
Vα(Sα)  S0erT. ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ‡Á‰. 5,

Qopt(Vα(Sα), Sα) = P(X0(Vα(Sα))). ùÚ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÏÓ-

S0
α

S0
α

Sα → S0erT

ÌÓÚÓÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò ÓÒÚÓÏ Sα Ë ÔË Vα(Sα)  S0erT ÁÌ‡˜ÂÌËÂ P(X0(Vα(Sα)))  ∞. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl
Qopt(S0erT, S0erT) = 0. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ Î˛·ÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË (S0erT, S0erT) ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Qopt

ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÓÚ 0 ‰Ó ∞.
àÁÛ˜ÂÌÌ‡fl ‚ ‡Á‰. 5 Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Qopt ÓÚ Sα Ë V, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË Ëı ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ Ë ÏÓ-

ÌÓÚÓÌÌÓÒÚ¸, ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒÚÓËÚ¸ ‚ÒÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó è‡ÂÚÓ ËÎË Â„Ó ˜‡ÒÚ¸, ËÌÚÂÂÒÛ˛˘Û˛ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎfl, Ò Î˛·ÓÈ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÔÓ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ Qopt Ì‡ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË, Ì‡ÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
D1 Ë D2.

7. ëãìóÄâ åéÑÖãà ÅãùäÄ–òéìãáÄ. áÄÑÄóà åÄäëàåàáÄñàà V
à åàçàåàáÄñàà Sα

Ç ‡Á‰. 4 ·˚Î‡ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ‡ Á‡‰‡˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍËÚÂËfl Q ÔË ÙËÍ-
ÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÍËÚÂËÂ‚ V Ë Sα. Ñ‡ÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡, ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌÌ‡fl Ú‡ÍÊÂ ‚ (åÂÎÓÍÛÏÓ‚,
ä‡ÔÓ‚, 2001), ÏÓÊÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÚ¸ Ò‡ÏÓÒÚÓflÚÂÎ¸Ì˚È ËÌÚÂÂÒ. ä‡Í Ë ‰‚Â ‰Û„ËÂ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÔ-
ÚËÏËÁËÛ˛ÚÒfl ÍËÚÂËË V Ë Sα ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÍËÚÂËÂ‚. ùÚË Á‡‰‡˜Ë
·Û‰ÛÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ. 

îÓÏÛÎ‡ ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡ ‰Îfl ˆÂÌ˚ ÓÔˆËÓÌ‡ ÔÛÚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

(7)

„‰Â d1 = (lnS0 – lnX + (r + 0.5σ2)T), d2 = d1 – σ ; σ – ‚ÓÎ‡ÚËÎ¸ÌÓÒÚ¸ ˆÂÌ˚ ‡ÍÚË‚‡; N(·) – ÙÛÌÍ-

ˆËfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌÓ„Ó ÌÓÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl.
ÑÎfl X = 0 ÁÌ‡˜ÂÌËÂ P(X) ‚ ÙÓÏÛÎÂ (7) ÌÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔË X  ∞ ̋ ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ú‡ÍÊÂ

ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛. èÓÎÓÊËÏ ÔÓ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË P(0) = 0. àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (7) ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚ÚÂÍ‡-
ÂÚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡ ÛÒÎÓ‚Ëfl 1 ËÁ ‡Á‰. 2. ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ‚ ÏÓ‰ÂÎË ÅÎ˝Í‡–
òÓÛÎÁ‡ ̂ ÂÌ‡ ÍÓÎÎ-ÓÔˆËÓÌ‡ C(X)  0 ÔË X  ∞, Ë ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ô‡ËÚÂÚ‡ ÔÛÚ/ÍÓÎÎ. éÚ-
Ò˛‰‡ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl 2. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Í ÏÓ‰ÂÎË
ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡ ÔËÏÂÌËÏ˚ ‚ÒÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â. àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (7) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(8)

(9)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (8), (9) ‚ ÙÓÏÛÎÛ (6), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(10)

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6) Ë (10) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl X0(Sα):

(11)

P X( ) Xe rT– N d2–( ) S0N d1–( ),–=

1

σ T
----------- T

PX' N d2–( )e rT– ,=

PX' X P– S0N d1–( ).=

Z X( ) S0erT N d1 X( )–( )/N d2 X( )–( ).=

Sα S0erT N d1 X0( )–( )/N d2 X0( )–( ).=

D1
D2

V

0

S0 e
rT

Vα(Sα)

D3

Sα

êËÒ. 2.
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á‡‰‡˜‡ 2. èÓÒÚ‡‚ËÏ Á‡‰‡˜Û Ï‡ÍÒËÏËÁËÓ‚‡Ú¸ ÛÓ‚ÂÌ¸ ÔÎ‡ÚÂÊÂÈ V ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÁÌ‡˜Â-
ÌËflı Sα Ë Q (Ò‡‚ÌË Ò (ôÛÍËÌ, 1999)). á‡‰‡˜‡ Á‡ÔË¯ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: Ì‡ÈÚË Vopt =
= (Sα, X, Q) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË h ≤ 1.

êÂ¯ÂÌËÂ. èÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ‚ ‡Á‰. 4, 5. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Qopt(V, Sα) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÚÓ„Ó ÏÓÌÓÚÓÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓ V, ÚÓ ËÒÍÓÏÓÂ Vopt Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Í‡Í ÍÓÂÌ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl Qopt(V, Sα) = Q.

ÖÒÎË Qopt(Vα(Sα), Sα) > Q, ÚÓ Vopt < Vα(Sα), Ë Xopt = X0(Sα) Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (6) (ËÎË ËÁ Û‡‚-
ÌÂÌËfl (11) ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÙÓÏÛÎ˚ ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡). îÓÏÛÎ‡ ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËfl Vopt ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4):

ÖÒÎË Qopt(Sα, Vα(Sα)) ≤ Q, ÚÓ Vopt ≥ Vα(Sα), Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Vopt ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl P(X0(V)) = Q.

á‡‰‡˜‡ 3. á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÚÂÔÂ¸ V Ë Q Ë ÔÓÒÚ‡‚ËÏ Á‡‰‡˜Û ÏËÌËÏËÁËÓ‚‡Ú¸ ‚ÂÎË˜ËÌÛ Sα. á‡‰‡˜‡

Á‡ÔË¯ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: Ì‡ÈÚË Sopt =  ÔË Ó„‡ÌË˜ÂÌËflı ϕ(Sα, X, Q) ≥ V, h ≤ 1.

êÂ¯ÂÌËÂ. ä‡Í Ë ‚ Á‡‰‡˜Â 2, Â¯ÂÌËÂ ÓÔË‡ÂÚÒfl Ì‡ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Á‰. 4, 5. çÂÔÂ˚‚Ì‡fl ÙÛÌÍ-
ˆËfl Qopt(Sα, V) ‡‚Ì‡ P(X0(V)) ‰Îfl Sα ∈ [0, Z(X0(V))] Ë ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Û·˚‚‡ÂÚ ÔÓ Sα ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ÁÌ‡-
˜ÂÌËÈ Sα : (Z(X0(V)), V] ÓÚ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ P(X0(V)) ‰Ó 0. 

ÖÒÎË Q ≥ P(X0(V)), ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl 2 ‰Îfl Ú‡ÍÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl XQ, ˜ÚÓ P(XQ) = Q, ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ϕ(0, XQ, P(XQ)) = XQ – QerT > X0(V) – P(X0(V))erT = V. èÓ˝ÚÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Sopt ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
‡‚ÌÓ 0.

ÖÒÎË Q < P(X0(V)), ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Sopt Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Í‡Í ÍÓÂÌ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl Qopt(Sα, V) = Q. ùÚÓÚ ÍÓÂÌ¸
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ ‰ËıÓÚÓÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓËÒÍ‡ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ (6) (‰Îfl ÙÓÏÛÎ˚
ÅÎ˝Í‡–òÓÛÎÁ‡ (11)) Ë (4).
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Pareto Set Construction for the Model of Hedging an Asset by the Options

I. I. Gassanov, F. I. Yerezhko

The multiple-criteria problem, which arises for the insuring (hedging) future incomes in the sale opera-
tions of some asset by means of options, is considered. The effective procedure of the Pareto set finding
for three criteria concerning with the risk estimation by the VaR-method is offered for a wide class of
functions. The analysis of Pareto set features is fulfilled. The graphic representation of the Pareto-set
projection on one of a coordinate surfacer is given.

ϕ
X

max

Vopt Sα Q

P X0 Sα( )( )
------------------------- X0 Sα( ) P X0 Sα( )( )erT– Sα–( ).+=

Sα

X
min


